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Halblineare Abbildungen und die Rangrelation bei 
G A L o i s s c h e n Erweiterungen 
Von FRIEDRICH KASCH in G ü t t i n g e n 
Fragestellung 
Die Ausdehnung der G-ALOisschen Theorie auf beliebige galoissche Schie fkörpcr -
erweitcrungen durch N . JACOBSON [3] und H . CARTAN |T j s t ü t z t sieh auf gewisse 
Ergebnisse ü b e r halblineare Abbi ldungen. Bei der Verallgemeinerung dieser Theorie 
auf einfache Ringe ( im Sinne einer Automorphismentheorie) . wie sie kürz l i ch 
T. NAKAYAMA angegeben hat [5 ] , werden entsprechende Ergebnisse ü b e r halblineare 
Abbi ldungen aufgestellt, doch auf anderem Wege bewiesen. Hier soll gezeigt werden, 
d a ß man bereits m i t dem u r s p r ü n g l i c h e n Ansatz zum Ziel k o m m t . Dies ist nicht nur 
methodisch von Interesse, sondern vor allem deshalb, weil sich dabei eine Veral l -
gemeinerung eines der wesentlichen Ergebnisse der GALoisschen Theorie, nämlich 
der Rangrelation ergibt. Wie aus einer Bemerkung von T. NAKAYAMA hervorgeht ' ) . 
konnte diese Verallgemeinerung auf dem von ihm eingeschlagenen Weg bisher nicht 
bewiesen werden. 
Die Verallgemeinerung der Rangrelation folgt fast unmit te lbar aus einem Ergebnis, 
das ich kürz l ich mitgetei l t habe ( [ 4 | . Hilfssatz 1). und das hier unter r twas allge-
meineren Voraussetzungen noch einmal hergeleitet werden soll, da die dabei benutzte 
Schlußweise auch bei einer weiteren Über l egung verwendet wi rd . 
Halblineare Abbildungen 
Von den im folgenden als einfach oder halbe in. fach bezeichneten Ringen setzen wir 
voraus, d a ß sie ein Einselement besitzen und der Minimalbedingung genügen. Sei 
nun A ein einfacher Ring, so betrachten wi r A z u n ä c h s t als Modul ohne Operatoren-
bereich und bezeichnen mi t (5 den Ring aller Endomorphismen von A. Die Endo-
morphismen denken wir uns durch Mul t ip l ika t ion von rechts auf die Elemente von 
u4 a u s g e ü b t : es sei also ae das B i ld von a.^A bei dem Endomorphismus e £ ; (£. 
Stat t ae schreiben wir auch (ae). 
Jedes Element a ^ ,4 erzeugt sowohl als Rechts- als auch als L inksmul t ip l i -
kator von .4 einen Endomorphismus von A. den wir mit ar bzw. al bezeichnen wollen. 
Dann gi l t also mi t beliebigem x A : 
xar ==•- xa . xa1 ~~ ax . 
') Vjrl. Fußnote 3 
Vol. IV. 1953 1 laiblineare Abbildungen 
Da A ein Einselement besitzt, sind A und der Ring der Rechtsniul t ipl ikatoren Ar 
(ring-)isomorph u n d A und Al inversisoinorph. 
Wir haben hier .4 r-halblineare Abbildungen zu untersuchen, d. I i . Abbi ldungen 
b E S ; die der VertauscMmgsregel 
(1) ard - - rj(acj)r . arE:Ar 
m i t einem festen, zu ü g e h ö r e n d e n Ringautomorphismus g von Ar (und damit auch 
von A) g e n ü g e n . Ist a ein beliebiges Element aus A. so gi l t auf Grund von (1): 
a rj = 1 • ar D • - ( I ü) (ag) r = a • g ( l ö ) ' . 
Setzt mau noch 1 ü t, so ist also 
Umgekehrt stell t auch jeder solche Ausdruck eine ^/-halblineare Abbi ldung von A 
dar, insbesondere sind also die Automorphismen von A .4 r-haiblineare Abbi ldungen. 
Ober halblineare Abbi ldungen beweisen wi r nun den folgenden 
Satz: 2) 1. Die Ar-halblinearen Abbildungen \)( = g,-/ • , i = l,....n sind dann 
und nur dann linear abhängig über Ar', wenn es darunter Abbildungen t)v t ) m 
gibt (bei geeigneter Numerierung), so daß für die zugehörigen Automorphismen 
9; = ßi a){ai'A)r • aj G A • 1 ^ ^ • • • > m 
gilt und die Elemente ^ a 1 ? . . ., tm am linear abhängig über dem Zentrum Z von A sind. 
2. Ist dl ein zweiseitiger Ar-Modul, der über Ar durch endlich viele Ar-
halblineare Abbildungen erzeugt wird, dann besitzt jeder zweiseitige Ar-Untermodul 
11 von ebenfalls diese Eigenschaft. 
Bevor wi r den Beweis führen , wollen wir die erste Behauptung noch etwas anders 
formulieren.- Sie besagt, d a ß .4 r-halblineare Abbi ldungen, deren zugehör ige A u t o -
morphismen in verschiedenen Klassen nach der Gruppe aller inneren Au to in orphis-
men von A. liegen, ü b e r Ar linear u n a b h ä n g i g sind und daß .4 r-halblineare A b b i l -
dungen D j , . . . , u m . deren zugehör ige Autoniorphismen innere sind, für die also 
g y = ufaf1)' , 7 = 1, . . . , m 
g i l t , dann und nur dann linear a b h ä n g i g übe r Ar sind, wenn die Elemente 
h ai- • • •> *m am Inu^ar a b h ä n g i g übe r Z sind. 
Zum B e w e i s der ersten Behauptung des Satzes nehmen wi r an, d a ß b t , . . . , ü n 
linear u n a b h ä n g i g ü b e r Ar seien und es sei (bei geeigneter Numerierung) 
(2) Kla[ + . . . + \JmaRM=Q, a y =f=0 ( / = l , . . . , m ) 
eine k ü r z e s t e Darstel lung der N u l l m i t Hilfe dieser Abbi ldungen, d. h . es gebe keine 
solche Darstel lung m i t weniger von N u l l verschiedenen Koeffizienten. Zur A b k ü r -
2 ) Vgl. [1], lemme 1. .lemme 2; |3], lemma 1, lemma 2; [2]. lemme 2; [4], Hilfssatz 1. 
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zung bezeichne]) wir den Ausdruck auf der l inken Seite von (2) mit u . Da Ar ein-
fach ist, gibt es endlich viele Elemente bru crt G A\ so d a ß b] n\ crt=^- 1 (Y = 1) 
g i l t . Auf Grund der Vertauschungsregel ist auch V f ^ - c i , ' / u c [ eine Darstellung 
der N u l l m i t Hilfe von l\. . . . . O m . bei der a u ß e r d e m der Koeffizient von l\ gleich 1 
ist. Wi r k ö n n e n daher annehmen, d a ß dies bereits für u zu t r i f f t , d. h . d a ß a\ 1 
g i l t . Dann kann keiner der Koeffizienten von it Nul l te i ler sein, denn dann wäre u 
keine k ü r z e s t e Darstellung der N u l l . Wegen a\ — 1 und der Vertauschungsregel 
besteht für beliebiges ar E Ar die folgende Gleichung: 
ar u — \\(a§J = t>2 | ( / H ] , ) r a\ — a\{a^)r\ t ~ . • . r Ö m [(CIQJ arm — ^ ( V i 9 l / J . 
Dies ist wieder eine Darstellung der N u l l . Da sie wenige1): von N u l l verschiedene Ivo-
effizienten als it aufweist, m ü s s e n darin alle Koeffizienten versehwinden: 
(3) (ac\j) üj = cij(ac^) ? j = 1, . . . . m . 
Da, wie zuvor festgestellt, alle a- r egu lä r sind, folgt 
(4) Qj= g, a)(afx)r , / = 1, 
Setzt man diese Gleichungen in (2) ein. so e rhä l t man 
also 
D a m i t ist gezeigt, d a ß die Bedingung notwendig ist. U m festzustellen, d a ß sie h in-
reichend ist. durchlaufe man den Sch luß in umgekehrter Richtung, wobei zu be rück-
sichtigen ist, d aß Elemente, die innere Automorphismen erzeugen, nur bis auf Fak-
toren aus Z best immt sind und d a ß man ohne E i n s c h r ä n k u n g ax —- .1 annehmen kann. 
Zun) B e w e i s der zweiten Behauptung sei ü eine beliebige . l'-halbline-rre A b -
bi ldung aus 9i . Ist b a r ( a r 4 = 0 ) von den halblinearen Abbi ldungen \ ) v . l i -
near abhäng ig , so folgt auf Grund der angegebenen Sch luß weise, daß bereits D von 
D l 5 . . . r r j n linear a b h ä n g i g ist. Folglich bildet ein maximales System linear un-
abhäng ige r halblinearer Abbildungen aus dem endlichen Erzeugendensystem von 
i)\ eine Basis von ))\ Ar. 
Sei nun üj . . . .. i\ eine feste Basis aus ^ r-halblinea.ren Abbi ldungen von ))i Ar. 
Den Beweis führen w i r durch Indukt ion nach der Anzahl der von N u l l verschie-
denen Koeffizienten der Elemente aus U i n der Darstel lung durch diese Basis. Der 
Induktionsbeginn ist k lar und die Behauptung sei r icht ig für alle Elemente aus 11 
m i t weniger als m von Nu l l verschiedenen Koeffizienten. Das Element u E 11 be-
sitze (bei geeigneter Numerierung der Basiselemente) die Darstellung 
U - i\ a\ + . . . - r \ ) m arm , a} ~ 0 . j == J. . . . . m . 
Yoi. i v . v.m I l a l b l i n e a r i * A b b i h h i n u e i i 4()f) 
Gibt es ein K l o m m t u ' U 
IHM dem. nicht alle Koeffizienten von Nul l verschieden sind, so gibt es nach der an-
gegebenen Schlußweise auch ein solches Element, bei dem ein Koeffizient gleich 1 
is t ; sei e twa/ / , = 1. Dann sind u — u'a\ und u'a[ beides Elemente m i t weniger 
als m von Nul l verschiedenen Koeffizienten, die sich also nach Jnduktionsannahme 
linear durch Ar-halblinoare Abbildungen aus 11 darstellen lassen. Folgl ich g i l t dies 
auch für u selbst. Gibt es kein Element i t ' m i t der angegebenen Eigenschaft, so sei 
u * ein Element aus dem durch u erzeugten zweiseitigen .4 r -Modul m i t dem ersten 
Koeffizienten 1 : 
I t* = b x + . . . - j - Vm Crm. = 1 . 
Z u n ä c h s t g i l t u = u * a\. Z u m Beweis bleibt daher nur festzustellen, d a ß u * bereits 
eine -4 r-halblinearo Abbi ldung ist. Das ergibt sich aber sofort nach der Schlußweise 
im Beweis der ersten Behauptung. Auch je tz t g i l t , d aß alle Koeffizienten von u* 
regu lä re Elemente aus Ar sind. Ferner ist ar u * — u * ( a g 1 ) r ein Element aus U 
mi t weniger von Nu l l verschiedenen Koeffizienten als u * und folglich m ü s s e n darin 
alle Koeffizienten verschwinden. Dann gelten die Gleichungen (3) und (4) s i n n g e m ä ß 
für u * und man e rhä l t schließlich 
u * = fli(ci t\ + . . . + c l m t l m ) . 
Setzt man noch tx cx + . . . - j - tm cm = t, so folgt u * = il und dies ist eine halb-
lineare Abbi ldung. 
Folgerungen 
1. Eine Automorpli ismengruppe W von A he iß t (im Sinne von T. NAKAYAMA) 
regulär, wenn sie den folgenden Voraussetzungen g e n ü g t : Ist T der durch diejenigen 
Elemente aus .1 erzeugte1 Ring, die in W enthaltene innere Automorphismen von A 
hervorrufen, so sei T einfach und von endlichem Hang über dem Zentrum Z von A : 
die in W enthaltene Gruppe (% von inneren Automorphisiuen bestehe aus allen in -
neren Automorphismen, die durch Elemente aus T erzeugt werden und schließlich 
sei der Index von (% in ((s); (s)n). endlich. Bezeichnet C den F i x r i n g von W. 
d. h . die Gesamtheit der Elemente aus A. die bei nllon Automorphismen aus (s> un-
gehindert bleiben, so ist m i t T auch C (MirFach und es gi l t die Rangrelation 
(o) {A:C)= ( « : (%) (T : Z) , 
wobei unter (.4 : C) sowohl der Links- als auch der Rechtsrang verstanden werden, 
kann, da diese ü b e r e i n s t i m m e n . Bei nur ä u ß e r e n Automorphismen, also im Falle 
(T: Z) ~ 1 ist dies die vom klassischen Fa l l her bekannte Gleichung zwischen dem 
Rang einer galoissehen Erwei terung und der Ordnung der GALoisgruppe. 
2S* 
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Die Rangrelation (5) soll nun bei sonst gleichen Voraussetzungen für den Fal l 
hergeleitet werden, d a ß T (und damit auch C) halbeinfach sind. & soll dann als halb-
regulär bezeichnet werden [ 5 ] . 
Sei also © h a l b r e g u l ä r und ?il bezeichne den durch (>) und Ar erzeugten Fude-
rn orphismcnring von .4. Dieser besitzt auf Grund unseres Satzes den (beidseitigen) 
Rang ((« :(«„) (T : Z) übe r Ar. Nach J . DIEUPONNE ( | 2 j . Theoreme 2) s t i m m t dieser 
Rang mi t dem von A/C übere in . W i r haben damit 
Folgerung 1: Ist ® eine halbreguläre Automorphismengru/ppe des einfachen 
Ringes A und C der Fixring von so gilt die Bangrelation (ö ) ; i ) . 
2. Nach T. N A K A Y A M A nennt man einen Un te r r ing C von A schwach normal 
unter ,4, wenn der Zentralisator $(Cl) von Cl i n ß übe r Ar durch endlich viele Ar-
halblineare Abbi ldungen erzeugt w i r d . B e h ä l t man die Bezeichnung ,,schwach 
no rma l " bei sonst gleichen Voraussetzungen auch für den Fa l l eines beliebigen, nicht 
notwendig einfachen Unterringes C von A bei, so g i l t 
Folgerung 2 : Ist C ein schwach normaler Unterring von A und B ein Bing mit 
C c: B c: A , so ist auch B schwach normal unter A. 
Dies folgt sofort aus der zweiten Behauptung des Satzes, wenn man b e r ü c k s i c h -
t i g t , d aß 3(./?') <= $(Cl) g i l t und $(Bl) zweiseitiger .4 r -Modul ist. 
Wir haben damit einen neuen Beweis eines Ergebnisses von T. N A K A Y A M A , 
erhalten ( [ 5 ] , Lemma 1.5). 
Schließl ich e r w ä h n e n wi r noch 
Folgerung 3: Ist C ein schwach normaler Unterring von A und -i,4 B ein Bing mit' 
C Q B CZ A, über dem. A eine Linksbasis besitzt, dann gibt es zu jedem Bingisomor- • 
phismus q von B in A. bei dem C ele nie ntic eise fest bleibt, eine Ar-halblineare Abbil-
dung t) G 3(C') mit 
fczt> = ö(ftq)' für edle b £ B . 
Die Voraussetzung, d a ß A/B eine Linksbasis besitzt, ist z . B . erfüllt , wenn Bi 
ein halbeinfacher R ing ist. 
Zum Beweis sei . . . . wn eine Linksbasis von ALB. Dann stellt die Zuordnung >• 
V / V V > V ^ q p r , . ,7,, . : /*, 
1=1 l 1 
eine der Bedingung bl Ü t>(bc\)1 für alle b £ B g e n ü g e n d e Abb i ldung t> E © dar. . 
Al le Abbi ldungen aus (£ m i t dieser Eigenschaft b i lden nun einen zweiseitigen Ar--
Untermodul von ${Cl). Da dieser nach unserem Satz durch .4 r-halblineare A b -
bildungen erzeugt w i r d , gibt es also jedenfalls eine A b b i l d u n g der behaupteten E i g e n -
schaft. 
3 ) T. NAKAYAMA schreibt in | 5 ] , Seite 288 über die Verallgemcim>rungsmöglichkeit von (5) auf f 
halbreguläre Automorphisraengruppen: " I t is also possible to obtain so ine Statements which may 
be considered as a gerieralization of our rank relation, but they are rather complieated and chuiisy*'. . 
Vol. IV, 1953 I I a l b l i n e a r e A b b i l d u n g e n 407 
Li ter a t ur v er zei c h n i s 
I I . CAHTAN, Tboorie de Galois pour les corps tion-conmiutatifs, Ana. Ende Norm. 65, 6 0 - 7 7 
(1948). 
[2] J . DIEUDON.NE, La theorie de Galois des anneaux simples et semi-simplcs. Commentarii Math. 
Helvet., 2 1 , 1 5 4 — 1 8 4 ( 1 9 4 8 ) . 
[3] N. JACOBSON, A note on division rings. Amer. J. Math. 69. 27—36 (1947). 
[ 4 ] F . KASCH, Über den Endomorphismenring eines Yektorraums und den Satz von der Normal-
basis. Math. Ann. (Im Druck.) 
|5 | T. NAKAYAMA, Galois theory of simple rings. Trans. Amer. Math. Soc. 73. 276 -292 (1952). 
Eingegangen am 16. 6. 1953 
